PUCP - Cálculo aplicado - Ecuación calor - Ejercicios resueltos 


Recordemos: 

• Contexto general de la ecuación de calor unidimensional: 

Una varilla de L cm de longitud, con constante de difusividad térmica k, con superficie lateral aislada, tiene 
una temperatura inicial de f(x) grados centígrados en la posición x de la misma, 0 < x < L. Sus extremos tienen 
temperatura constante igual a 0 grados centígrados. 

• Problema 1: Escribir la ecuación diferencial (en derivadas parciales) que debe cumplir la función temperatura 
u(x,t) de la varilla con las condiciones inicial y de frontera. 

Solución: 

Sea u(x, t) la temperatura de la varilla en en la posición x y en el instante t. La ecuación diferencial que modela 
el contexto anterior es: 


d 2 u _ du 
dx 2 dt ’ 

donde 0 < x < L, t > 0. 

La condición inicial (temperatura inicial) es: 

u(x, 0) = f(x) 

Las condiciones de frontera son: 

tt(0, t) = 0 
u(L, t) = 0 


• Problema 2: Resolver la ecuación de calor dada en el Problema 1, esto es, hallar explícitamente la función 
temperatura u(x,t). 

Solución: 

Por el método de separación de variables (como vimos en clase) sabemos que la función temperatura u(x, t ) que 
resuelve la ecuación de calor es: 


OO 


,t) = J2 B r 


u[x, t) = > n n sen J 

n= i 


nnx\ í r ‘ 2 * 2 ),. / 
e \ L 


donde las constantes B„ satisfacen 


Ejercicios resueltos: 


B n = - 
L 


£ f(x) sen (^)dx. 


1. Una varilla de 7r cm de longitud, con constante de difusividad térmica k = 0,05 cm 2 /seg, con superficie 
lateral aislada, tiene una temperatura inicial de 9 sen (x) grados centígrados en la posición x de la misma, 
0 < x < 7 t. Sus extremos tienen temperatura constante igual a 0 grados centígrados. 


a) Escriba la ecuación diferencial (en derivadas parciales) que debe cumplir la función temperatura u(x, t) 
de la varilla con las condiciones inicial y de frontera. 

b ) Halle u(x,t). 

c) ¿Cuál será la temperatura en la posición x = \ después de 30 segundos? 


Solución: 


1 



(a) Sea u(x, t ) la temperatura de la varilla en el instante t en la posición x. La ecuación diferencial corres¬ 
pondiente al problema es 

0,05 Uxx — ^ti 

donde 0 < x < ir, t > 0. 

Condición inicial: 

u(x, 0) = f(x) = 9sen(x) 

Condiciones de frontera: 

u( 0, t) = 0 
u(ir, t) = 0 

(b) Usando el hecho de que k = 0,05 y L = 7r, se tiene 

OO 

u(x, t) = ^ B n sen (nx) e ~ n2 °’ 05t j 

71=1 

donde las constantes B n satisfacen 

2 r 2 f n 

B n = — / /(x) sen (nx) dx = — / 9sen(x) sen (nx) dx. 

11 Jo 71 J o 

Integrando tenemos B n = 0 si n ^ 1, y B\ = 9. 

Por tanto, concluimos que 

u(x,t ) = 9e _0,05í sen(x). 

(c) u (l,30) = ^7^e~ 1,5 grados centígrados. 

2. Una varilla de 7r cm de longitud, con constante de difusividad térmica k = 1 cm 2 /seg, con superficie lateral 
aislada, tiene una temperatura inicial de 100 grados centígrados en la posición x de la misma, 0 < x < n. 
Sus extremos tienen temperatura constante igual a 0 grados centígrados. 

a) Escriba la ecuación diferencial (en derivadas parciales) que debe cumplir la función temperatura u(x, t) 
de la varilla con las condiciones inicial y de frontera. 

b) Halle u(x,t). 

Solución: 

(a) Sea u(x, t ) la temperatura de la varilla en el instante t en la posición x. La ecuación diferencial corres¬ 
pondiente al problema es 

^XX = 

donde 0 < x < ir, t > 0. 

Condición inicial: 

u(x, 0) = f(x) = 100 

Condiciones de frontera: 

u( 0, t) = 0 
u(ir, t) = 0 
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(b) Tenemos, 


u(x, t ) = B n sen (nx) e 


-n ¿ t 


n= 1 


donde las constantes B n satisfacen 


r 2 Tmn , w 200 ( w 200 f 1 (- 1 ) 71 

B n = — lUUsen (nx) dx = - / sen (nx) dx =-- 

ir J 0 ir J 0 ir \n n 


En conclusión, 


donde 0 < x < ir, t > 0. 


u(x,t) = Y 


200 (\- (- 1 ) ? 


n=1 


ir 


n 


sen (nx) e 


—n z t 


3. Una varilla de 2 cm de longitud, con constante de difusividad térmica k = 0,25 cm 2 /seg, con superficie lateral 
aislada, tiene una temperatura inicial de — sen(7rx) + 4 sen(27rx') grados centígrados en la posición x de la 
misma, 0 < x < 2. Sus extremos tienen temperatura constante igual a 0 grados centígrados. 

a) Escriba la ecuación diferencial (en derivadas parciales) que debe cumplir la función temperatura u(x, t) 
de la varilla con las condiciones inicial y de frontera. 

b) Halle u(x,t). 

Solución: 


(a) Sea u(x, t) la temperatura de la varilla en el instante t en la posición x. La ecuación diferencial corres¬ 
pondiente al problema es 

0,25 u X x — 'U’ti 

donde 0 < x < 2, t > 0. 

Condición inicial: 

u(x, 0) = f(x) = — sen(irx ) + 4sen(27rx) 

Condiciones de frontera: 

u( 0, t) = 0 
u( 2, t) = 0 


(b) Usando el hecho de que k = 1/4 y L = 2, se tiene 


u 


donde las constantes B n satisfacen 

r-L 


{x, t) = Y B„ 


/ mrx 


sen i 


n= 1 


V 2 


2 2 

_ n ir j. 

e i6 , 


Bn = J) J f ( X ) Sen (~J~) dx = j /( X ) sen dx - 


Usando las relaciones de ortogonalidad de las funciones seno, se tiene 


£>2 = — 1 
£>4 = 4 


y 

Concluimos así que la solución es 

u(x, t) 


B n = 0 n / 2,4. 

2 

. . _ 7T j. . . __2j. 

sen (irx) e 4 — sen(27rx)e 


3 



t „ r ^ 

CudU C/V\ 


O, S U„ K -- u ± 


<JL (y Ac c^Ííy) 


CLp^Aí. 


ol caoí-3 Ai. -|-r<jv\'l _c -re 


U ( 0,-fc) 
(a (ir ( -b) 


= o 
= o 


Cp^AloIcAv wkágCcJL \ u (x,o) - f(V) - X (ir - >0 


u\y -b\ €o 


OO 




U (x,V\ - 2_ ^ va 6, <í ~ e ' v '- x) 

<Ícv\A<L 


A -( 


fen = — 


S VV 

)(. ( ir - O te**. 

■0 


IXoCX/vsA-O JlX UjLíXvo A*- . 


1\ 


i—— 7C 

X - o. S 


\ X^K,(v\^t') d x~ — - (“0 = 


tt _ jl(-í^ 

rv v 


»v-H 


(i ^-Ve^ 


prW p sw 


sulUA A *. ^ css 


TC 

+ \ Cjx(v\1.\ 

>D n 


2 i¿. clV- 


— _ ^ _ (- i'') y 3 i— \ j_ CQi (a^) 

A A |_ n d 


((-'■>'-') 


-rrl 


= -s- C-a 

V\ 


a-h 2. 


-V 


A 


^ Z'AL'VW) 0/>X 


«n - M £ 




ii n 3 


^(Tt Cw\^\) , 


-£-t 


U^X ,k) 


■f- r : 3— V ^ & stn(w^) 

ii h 2, L 


















^oJlwX/vvio flAV, \ Z^L -tr =~L J 


'V'Vfi.ryWí^» 


lA 




n =i 




^ í ' >ÍVvo kuL ^3.^ = O K A ¿o jj £&n ((z\<L\-\) <i\ = (_ f) 


\<- 


SrC -K?aaí. ; 


^U,*) 




¿I í , ^«1 -(?*«). <! 

= ^ A—t L i - (-o (- o 

u [Z\^yO 

\c = \ 


K 


K-\ 


Ü._ 

Tv (zvivty 


e 


_ (2^-H) 1 


C-0 4 


p, (- 0 í> 

=* = 2z. k- ^ e 


_ (ZK-H) 2 " 


WL=i 






















